
Versu
hsvorbereitung P2-71:Der Kreisel(Kreisel 1)Kathrin Ender, Mi
hael WalzGruppe 1026. April 2008
Inhaltsverzei
hnis1 Drehimpulserhaltung 22 Freie A
hsen und Stabilität 23 Kräftefreier Kreisel � Nutation 34 Dämpfung des Kreisel 35 Kreisel unter dem Ein�uss äuÿerer Drehmomente 46 Hauptträgheitsmomente 47 Kreiselkompass 5



2 FREIE ACHSEN UND STABILITÄT1 DrehimpulserhaltungIn diesem Demonstrationsversu
hsteil soll mit Hilfe eines Drehs
hemels und eines Fahrrad-kreisels die Drehimpulserhaltung untersu
ht werden.Für ein si
h selbst überlassenes System1 gilt die Drehimpulserhaltung.
~M =

d~Ldt
= 0 ⇒ ~L = 
onst.Da eine auf dem Drehs
hemel sitzende Versu
hsperson nur no
h um die vertikale A
hserotieren kann (die anderen Bewegungen sind blo
kiert), gilt für dieses System au
h nur dieErhaltung der vertikalen Drehimpulskomponente:

Lz = 
onst.Um die Drehimpulserhaltung zu zeigen, kann nun die ruhenden Versu
hsperson den Fahr-radkreisel (mit vertikaler A
hse) in Rotation versetzen. Damit der Gesamtdrehimpuls (~L = 0)erhalten bleibt, muss si
h der Experimentator auf dem Drehs
hemel in entgegengesetzterRi
htung drehen.Eine andere Mögli
hkeit wäre, der Versu
hsperson den bereits rotierenden Fahrradkrei-sel mit horizontaler Figurena
hse zu überrei
hen. In dieser Haltung vers
hwindet die Lz-Komponente des Fahrradkreisels. Dreht man nun die Figurena
hse langsam in die Vertikale,so muss si
h aus dem glei
hen Grund der Experimentator auf dem Drehs
hemel wieder ent-gegengesetzt zum Fahrradkreisel bewegen.2 Freie A
hsen und StabilitätFür ein Kreisel gelten die Eulers
he Glei
hungen,
Θ1ω̇1 + (Θ3 − Θ2)ω2ω3 = M1 und zyklis
hdabei bezei
hnet Θi das Hauptträgheitsmoment um die i-te A
hse.Im Versu
h sollen nun die Rotationen um die Haupta
hsen untersu
ht werden. Dazukann man an einer �Zigarrenkiste� in den Mitten der jeweiligen Seiten�ä
hen einen Drahteinspannen und so eine Rotation um die A
hse anregen. Setzt man ein konstantes ωi indie Eulerglei
hungen ein, so erhält man, dass die anderen ωj (i 6= j) vers
hwinden müssen.Untersu
ht man nun die Stabilität der Lösung2, so erhält man die Glei
hung:
ω̈j + Hωj = 0 mit H =

∏

j

(
Θi − Θj

Θj

)

ω2

iNun gibt es zwei Fälle:
H > 0: Es ergeben si
h harmonis
he S
hwingungen um die Glei
hgewi
htslage. Die Rotationum die i-te A
hse ist stabil. Die Bedingung H > 0 bedeutet, dass Θi das gröÿte oderdas kleines Trägheitsmoment sein muss.
H < 0: Das Trägheitsmoment Θi ist das mittlere Trägheitsmoment. Es ergibt si
h ein expo-nentiell ansteigender Lösungsterm. Die Rotation um die i-te A
hse ist ni
ht stabil.Zusätzli
h kann man no
h versu
hen, bei der Rotation um die A
hse mit dem kleinstenTrägheitsmoment, diese dur
h kleine Stöÿe so zu stören, dass si
h die Rotation um die A
hsemit dem gröÿte Trägheitsmoment einstellt.1si
h selbst überlassen heiÿt, dass es keine äuÿeren Kräfte gibt2Also kleine Variationen von ωj ; In der Realität ergeben si
h diese Variationen immer automatis
h.Vorbereitung: P2-71 2 Kathrin Ender, Mi
hael Walz



4 DÄMPFUNG DES KREISEL3 Kräftefreier Kreisel � Messung der NutationsfrequenzNun soll die Nutationsfrequenz des symmetris
hen Kreisels in Abhängigkeit von der Dreh-frequenz um die Figurena
hse gemessen werden. Der im Versu
h verwendete symmetris
heKreisel ist ein sogenannter Kardankreisel. Die eigentli
he Kreisels
heibe ist in einem Kar-danrahmen gelagert. Die Kreisels
heibe kann si
h um ihre Figurena
hse drehen. Die Figu-rena
hse wiederum ist mit dem inneren Kardanrahmen verbunden der im äuÿeren Rahmendrehbar gelagert ist. Dieser äuÿere Rahmen ist drehbar auf der Bodenplatte gelagert. Dur
hS
hiebegewi
hte lässt si
h der Kreisel so austarieren, dass er kräftefrei ist. Der Kreisel heiÿtsymmetris
h, da er rotationssymmetris
h um seine Figurena
hse ist. Das heiÿt die Trägheits-momente um die anderen beiden Haupta
hsen sind glei
h (Θ1 = Θ2 = Θ).Der Kreisel wird zunä
hst von Hand aufgezogen. Die Nutationsbewegung wird dur
hlei
htes Antippen des inneren Rahmens errei
ht. Die Kreisels
heibe ist am Rand mit vierweiÿen und vier s
hwarzen Streifen versehen. Dieser Rand wird beleu
htet, so dass das von denweiÿen Streifen re�ektierte Li
ht von einem Phototransistor aufgefangen werden kann. Dieserleitet die Impulse an einen Digitalzähler. Eine Umdrehung um die Figurena
hse entspri
htalso 4 Impulsen. So kann die Rotationsfrequenz um die Figurena
hse bestimmt werden.Die Nutationsfrequenz wird ähnli
h bestimmt. Man ri
htet eine Lampe auf den äuÿerenKardanrahmen. Mittels einer Linse fokussiert man den S
hatten des Kardanrahmens aufeinen weiteren Phototransistor. Nutiert der Kreisel bewegt si
h der Rahmen, so dass derPhototransistor aus dem S
hatten und wieder in den S
hatten kommt. Über diesen We
hselkann die Nutationsfrequenz bestimmt werden.Diese Frequenzmessungen sollen sowohl ohne als au
h mit angebra
hten Zusatzgewi
htendur
hgeführt werden. Dur
h diese Zusatzgewi
hte können die vers
hiedenen symmetris
henKreisel realisiert werden.Für einen kleinen Ö�nungswinkel des Nutationskegels (d.h. der Winkel zwis
hen Figu-rena
hse und Drehimpulsa
hse ist klein) gilt näherungsweise folgender Zusammenhang:
ωN =

Θ3

Θ
· ω

ωN Nutationsfrequenz, ω Rotationsfrequenz um die Figurena
hse, Θ3 Trägheitsmomentum die Figurena
hse, Θ Trägheitsmoment um die anderen beiden A
hsenBei einem abgeplatteten Kreisel (Θ3 > Θ) gilt ωN > ω. Beim verlängerten Kreisel (Θ3 < Θ)gilt ωN < ω.Bei der oben genannten Formel geht man allerdings davon aus, dass der Kreisel si
hvollkommen frei, also au
h ohne Rahmen drehen kann. In unserem Versu
h sind allerdingsno
h die Trägheitsmomente des Rahmen zu bea
hten. So kommt man zu den korrigiertenTrägheitsmomenten:
Θkorr

1
= Θ + ΘInnenkardan

1
+ ΘAuÿenkardan

1

Θkorr
2

= Θ + ΘInnenkardan
2Die oben genannte Formel wird dann zu:

ωN =
Θ3

√

Θkorr
1

· Θkorr
2

· ω4 Dämpfung des KreiselNun soll die zeitli
he Abhängigkeit der Winkelges
hwindigkeit der Rotation um die Figuren-a
hse untersu
ht werden. Die Winkelges
hwindigkeit wird, über die Zeit betra
htet, wegenVorbereitung: P2-71 3 Kathrin Ender, Mi
hael Walz



6 HAUPTTRÄGHEITSMOMENTEReibungse�ekten abnehmen. Wie bei allen harmonis
hen S
hwingungen mit Dämpfungenerwarten wir eine exponentiell abfallende Kurve. Die Messung der Winkelges
hwindigkeit er-folgt analog zur Aufgabe 3. Der Kreisel wird dur
h die Handkurbel bis auf maximal 25 Hzaufgezogen.5 Kreisel unter dem Ein�uss äuÿerer DrehmomenteAuf den Kreisel soll nun ein Drehmoment wirken. Dieses äuÿere Drehmoment errei
hen wirdur
h Anbringen von Zusatzmassen am Lager der Figurena
hse. Das resultierende Drehmo-ment steht also senkre
ht zum Drehimpulsvektor.
~M =

d~L

dt
⊥ ~LDaraus folgt, dass sowohl der Betrag des Gesamtdrehimpulses als au
h die z-Komponente er-halten ist, die x und die y-Komponente aber variieren. Der Drehimpulsvektor präzediert daherum die z-A
hse. Für den Kreisel bedeutet das eine Drehung um die z-A
hse mit konstanterWinkelges
hwindigkeit. Die Winkelges
hwindigkeit dieser Präzession ωp soll in Abhängigkeitvon der Rotationsfrequenz um die Figurena
hse bestimmt werden. Es werden jeweils vierteloder halbe Umdrehungen des Kardanrahmens um die z-A
hse gemessen. Da die Präzessi-onsfrequenz ni
ht sehr groÿ ist kann die Messung mit einer Stoppuhr dur
hgeführt werden.Glei
hzeitig misst man die Rotationsfrequenz mit der selben Methode wie in Aufgabe 3. Fürdie Präzessionsges
hwindigkeit gilt folgender Zusammenhang.

ωp =
M

ω · Θ3Die beiden Drehmomente, die dur
h die Zusatzmassen erzeugte werden, sind (vgl. Vorbe-reitungshilfen):
M1 = 0,0385 Nm M2 = 0,127 Nm6 HauptträgheitsmomenteNun soll aus den Ergebnissen von Aufgabe 3 und 5 die Hauptträgheitsmomente des symme-tris
hen Kreisels bere
hnet werden. Dazu benutzt man die obigen Formeln und löst na
h denTrägheitsmomenten auf. Zu bea
hten ist, dass (vgl. Aufgabe 3) die beiden Trägheitsmomenteder Kardanrahmen abgezogen werden müssen.Dazu re
hnet man zuerst aus den Ergebnissen der Aufgabe 5 den Wert für Θ3 aus, indemman die Präzessionsfrequenz ωp über 1/ω in einer linearen Regression aufträgt:

ωp =
M

Θ3
︸︷︷︸Steigung derRegression ·

1

ωAns
hlieÿend kann man zusammen mit den Ergebnisse aus Aufgabe 3 die Trägheitsmo-mente für die anderen A
hsen bere
hnen, indem man die Nutationsfrequenz ωN über dieRotationsfrequenz ω aufträgt:
ωN =

Θ3
√

Θkorr
1

· Θkorr
2

︸ ︷︷ ︸Steigung derRegression ·ω
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7 KREISELKOMPASSFür eine Abs
hätzung der Masse des Rotors können wir verwenden, dass dieser näherungs-weise ein Zylinder ist, und damit sein Trägheitsmoment um die vertikale A
hse Θ3 = 1

2
MR2ist. Dur
h Messen des Radius R dieser S
heibe können wir auf seine Masse M s
hlieÿen.7 KreiselkompassIn diesem Aufgabenteil soll ein Kreiselkompass na
hgestellt werden. Dazu wird der innereKardanrahmen an die Horizontalebene gefesselt und der Kreisel auf einen Drehtis
h gestellt.Die Figurena
hse und der Drehimpulsvektor sind damit parallel zum Boden und damit senk-re
ht zur Dreha
hse des Drehtis
hs. Beim Eins
halten des Drehtis
hs passiert daher praktis
hni
hts. Dies liegt daran, dass das angreifende Drehmoment den Kreisel aus der horizontalenA
hse drehen will; dies ist aber ni
ht mögli
h, da der innere Kardanrahmen �xiert wurde.Diese Situation entspri
ht der eines Kreiselkompasses am Nordpol. Um andere geogra�s
heBreiten zu simulieren, stellen wir einen Holzkeil unter den Kreisel, sodass dieser s
hief steht.Bei einges
haltetem Drehtis
h (und rotierendem Kreisel) wird das angreifende Drehmomentden Kreisel so bewegen, dass seine Figurena
hse na
h �Norden�, also entlang der Steigungdes Holzblo
ks, zeigt. Auf der Erde ist der Kreiselkompass ebenfalls auf die Horizontalebes
hränkt. Seine Figurena
hse ist also immer parallel zur Erdober�ä
he. Dur
h das hierwirkende Drehmoment

~M = ~LKreisel × ~ωErdewird der Kreisel immer na
h Norden ausgeri
htet.
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