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1 DREHIMPULSERHALTUNG

0 Zur Auswertung

Alle Messwerte befinden sich im handgeschrieben angehéngten Versuchsprotokoll. Diese Wer-
te wurden am Computer abgetippt und dem Programm GNUPLOT' zur linearen Regression
iibergeben und die Werte fiir Steigung, Y-Achsenabschnitt und den statistischen Fehler der
beiden von dort iibernommen. GNUPLOT nutzt zur linearen Regression die Formeln 16-18
aus dem Fehlerrechnungsskript zum Praktikum.

Die meisten Messwerte mussten aufgrund der Ableseskalen (oder aus sonstigen Griin-
den) noch umgerechnet werden. Aufgrund des massiven Rechenaufwandes erledigten wir dies
direkt am Computer entweder mit GNUPLOT oder mit einer Tabellenkalkulation. Unter GNU-
PLOT geschah dies mittels der Option ,using“? und zwar sowohl bei der Regression (iiber
Lit“) wie auch beim Erstellen der Graphen (iiber ,plot®).

Fiir die Fehlerfortpflanzung von statistischen Fehlern wird im Allgemeinen das Gaufische
Fehlerfortpflanzungsgesetz (Formel 4 im Fehlerrechnungsskript) benutzt. Fiir systematische
Fehler muss, da die statistische Unabhéngigkeit dieser Messabweichungen nicht gegeben ist,
eine Grofstfehlerabschétzung nach Formel 5 vorgenommen werden.

Im Allgemeinen werden wir Messwerte in der folgenden Form angeben:

Messwert = (Bestwert =+ statistischer Fehler & systematischer Fehler) Mafteinheit

Sollte eine Messgrofte nur mit einem Fehler behaftet sein (wie z.B. die einmalige Messung
einer Linge mit einem Meterstab), sodass sich aus dem Kontext ergibt, ob es ein syste-
matischer oder statistischer Fehler ist, so wird dieser Fehler einfach dem Messwert mit +
angehéngt.

0.1 Unterschiede zur Vorbereitung

Wir gingen davon aus, dass wir den Versuch mit Kreisel 1 bekommen wiirden, so wie er auch
in der Vorbereitungsmappe dargestellt ist. Am Versuchstag stellte sich allerdings heraus,
dass es gar keinen Kreisel 1 mehr gibt, da dieser Anfang diesen Semesters ausrangiert wurde.
Deshalb gibt es gelegentlich Unterschiede und Inkonsistenzen zwischen der Auswertung und
der Vorbereitung, da die Auswertung sich auf den realen Kreisel und die Vorbereitung auf
den imaginiren ,Vorbereitungsmappen‘“-Kreisel bezieht. Da die grundsitzlichen Messmetho-
den jedoch die gleichen sind, sollte die Vorbereitung trotzdem ausreichend die notwendigen
Belange des Versuchs dokumentieren.

1 Drehimpulserhaltung

In diesem Demonstrationsversuchsteil sollte (wie in der Vorbereitung beschrieben) mit Hilfe
eines Drehschemels und eines Fahrradkreisels die Drehimpulserhaltung untersucht werden.

Die Versuche mit den Fahrradkreisel verliefen wie erwartet und bestétigten die Drehim-
pulserhaltung. Zusé&tzlich dazu versetzen wie eine Versuchsperson mit ausgestreckten Armen
in Rotation. Die Versuchsperson hielt in den beiden Hinde zusétzliche Gewichte. Beim An-
ziehen der Arme vergrofierte sich die Rotationsgeschwindigkeit. Dies ist mit der Drehimpul-
serhaltung um die z-Achse zu erkliren, welches aus dem Produkt von Trégheitsmoment und
Winkelgeschwindigkeit besteht. Bei Abnahme des Trégheitsmomentes (durch Anziehen der
Arme) muss sich daher logischerweise die Winkelgeschwindigkeit erhéhen.

thttp://www.gnuplot.info/
2http:/ /www.gnuplot.info/docs/node133.html
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3 KRAFTEFREIER KREISEL - NUTATION

2 Freie Achsen und Stabilitat

Im Versuch wurden die Rotationen um Hauptachsen untersucht. Dazu héngten wir eine
yligarrenkiste in der Mitte der jeweiligen Seitenflache {iber einen Draht an einen Motor und
versetzen sie damit in Rotation. Der in der Vorbereitung hergeleitete Zusammenhang, dass
die Rotation um das kleinste und grofte Tragheitsmoment stabil sein miisste, bestétigte sich
nur teilweise.

Die Rotation um das ...

o grofste Tragheitsmoment war sehr stabil. Hier deckte sich die Theorie mit dem Experi-
ment.

e mittlere Trigheitsmoment war extrem instabil. Die Zigarrenkiste torkelte kurz und
dann stellte sich eine Rotation um das grofte Trigheitsmoment ein.

o kleinstes Trégheitsmoment war auch instabil. Im Gegensatz zur Theorie ergab sich
keine stabile Rotation. Dies lag daran, dass die Stabilitét in diesem Fall durch gréfere
Storungen ebenfalls zerstort wird. Durch die Aufhdngung der ,Zigarrenkiste” iiber den
recht stark verbogenen Draht ergaben sich eben sehr grofle Stérungen, sodass auch diese
Rotation in die Rotation um das gréfste Tragheitsmoment {iberging.

3 Kraftefreier Kreisel — Messung der Nutationsfrequenz

Zuerst maken wir in zwei Messreihen die Nutation ohne Zusatzgewichte. Der theoretische
Zusammenhang ist:

— 93
WN = *@1 - @2 w

N——
Aochne

Man beachtet, dass hier Winkelgeschwindigkeiten in Relation gesetzt werden. Im Versuch
mafen wir allerding die Frequenzen fxn und f. Da sich beide aber nur um den gleichen Faktor
27 von ihren Winkelgeschwindigkeiten unterscheiden, ist dies fiir die Auswertung irrelevant.

Nutationsfrequenz in Abhéngigkeit der Rotationsfrequenz (ohne Zusatzgewichte)

22 T T T LI T T
1. Messreihe  + x
Die li . 20 2. Messreihe X <t
ie lineare Regression Regression (tiber beide) -------- X
N 18 e b
-+
fN = Aohne f + Bohne c 16 Jr,x*'x
N 7
S 14t b
=] ><"$<
ergab folgende Werte: g 12} 2 1
= X
g 10t e 4
Aomne = 0,5231 +0,0012 % sl X,x* i
2 . e
Bonne = (0,0194 £ 0,028) Hz =
4L T
2 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40

Rotationsfrequenz in Hz
Die Messwerte liegen extrem gut auf einer Ursprungsgeraden. Der Y-Achsenabschnitt B
ist innerhalb der Fehlergrenze 0. Der statistische Fehler fiir die Steigung A betrigt ledig-
lich 0,22%. Eine solch geringe Abweichung verdanken wir vermutlich der Tatsache, dass die
Messung vollelektronisch verlief und sich keine Fehler durch Reaktionszeiten des Menschen
0.4. einschleichen konnten.
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3 KRAFTEFREIER KREISEL - NUTATION

Anschliefend héngten wir zwei zylindrische Zusatzmassen mit einem Gewicht von je
m = 1024 £ 1g an den duferen Kardanrahmen. Die Entfernung der beiden Aufienseiten
der Zylinder zueinander maflen wir mit einem Meterstab zu a = 37,0 £ 0,1 cm. Der Durch-
messer der Zylinder ist auf dem Aufgabenblatt zu d = 4,00 £ 0,01 cm gegeben. Damit ergibt
sich ein zuséitzliches Trigheitsmoment bezogen auf die Achse 1:

2
n a—d
m =
2
~————
Tragheitsmoment Steiner’scher Satz
eines Zylinders

| 3

1 [d\* ) )
9zus. = 2 . gm (2) . (2a — 4ad + 3d )
—_————

2 Massen

O,us. = 0,05617 kg m?
Den systematischen Fehler erhalten wir durch eine Grofitfehlerabschétzung:

89ZLlS.
Oa

anuS.

862115.
ad

om

Sys

76 s, ™

sys
- d

Sys
o)+ ‘

sys ‘

1 1
oon, =mla—d)oy® + om(2a = 3d)o" + - (20% — dad + 3d%) o7°
oy =4,25-10"*kgm?
= Ous. = (0,05617 + 0,00043) kg m?

Wir maften wieder die Nutationsfrequenz in Abhingigkeit der Rotationsfrequenz um die
Figurenachse. Der theoretische Zusammenhang ist:

O3 w
\/(91 + qus.) : 62

Amit

WN =

Nutationsfrequenz in Abhangigkeit der Rotationsfrequenz (mit Zusatzgewichte)

14 T T T T T T T
1. Messreihe +
.. . 2. Messreihe X X
Die lineare Regression 12 Regression (iber beide) - X 4
N ﬂ’<
I X
N = Anit - [ + Bmit £ 10} X .
N Lt
5] >K,,f><*’
g B
ergab folgende Werte: g st o 4
% o
c XA
S xF
Anic = 0,2989 £0,0017 £ 6} v .
2 +><><
X
Buit = (0,141 + 0,045) Hz al o .
WX
X
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Rotationsfrequenz in Hz
Auch bei diesen Messwerte ist der statistische Fehler klein. Fiir die Steigung A betrigt er
lediglich 0,57%.
Bildet man nun den Quotienten der beiden Steigungen und l6st nach ©; auf, so erhilt
man:

Ous.

2
Achne -1
Amit

0, = =2,723- 1072 kg m?
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4 DAMPFUNG DES KREISEL

Der statistische Fehler ergibt sich iiber die Gaufk’sche Fehlerfortpflanzung zu:

00, 2 90, 2
tat __ _ 2
76 = \/(3Aolme ' 0%3:“) * <5Amit Ol ) = 000035 kgm

In den systematischen Fehler von ©; gehen (rein rechnerisch betrachtet) die Fehler von
Ozus. (U%yzsus_ =0,77% - ©,4s.) und die Fehler von Aghne/mit €in. Allerdings ist der (berechen-
bare) Fehler von Aghne/mit im Promillebereich, da wir davon ausgegangen sind, dass die
Messaparatur bis auf min. 4 Stellen genau misst. Wir kamen zu dieser Annahme, da das
Messgerat deutlich mehr Stellen anzeigt und dies ansonsten sinnfrei wire. Zusammen mit

dem Fehler von Oz, wiirde sich ein systematischer Fehler unterhalb von einem Prozent
ergeben. Ein solch berechneter Wert hat keinerlei Aussagekraft mehr fiir die reale Messung,
da hier iiber andere Effekte® deutlich griRere Fehler entstehen. Wir nehmen fiir diese Effekt
einen Fehler von ca. 2% an, womit sich fiir ©1 ergibt:

©1 = (2,723 + 0,035 + 0,055) - 10~ 2 kg m?

4 Dampfung des Kreisel

Bei diesem Versuch galt es die Dampfung des Kreisels zu untersuchen. Dazu mafsen wir
die Rotationsfrequenz als Funktion der Zeit. Das Messgerat liefs sich so einstellen, dass es
automatisch alle 20s einen Messwert fiir die Rotationsfrequenz lieferte. Wie bei Dampfungen
iiblich erwarten wir einen exponentiellen Zusammenhang. Tragen wir die Messwerte fiir die
Rotationsfrequenz {iber der Zeit auf so erhalten wir folgende Kurve:

D mpfungskurve

50 T T T T T T
T+ Der Verlauf scheint auf
451 1 den ersten Blick expo-
+ . .
2 b + | mnentiell wie erwartet.
= T, Aufféllig ist jedoch der
5 35| +*++ 4 Sprung den die Rotati-
>
g T, . onsfrequenz  bei t=420
% 30 M 1 auf t=440 macht. Es wire
g ”5 Ty, méglich, dass der Kreisel
= Ty . zu diesen Zeitpunkt kurz
20 b Ty .4 angestoflen und dadurch
abgebremst wurde.
15 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Zeitins

Am wahrscheinlichsten erscheint es uns aber, dass wir einen Messwert nicht notiert haben.
Geht man von einem fehlenden Messwert aus so erhélt man folgende Kurve:

3Probleme bei der Frequenzmessung durch zwischenzeitlich nicht iibertragende Impulse der Photodioden;
Vibrationen und Reibungseffekte, die den theoretischen Zusammenhang der Frequenzen beeinflussen; ein nicht
perfekter kraftefreier Kreisel; etc.
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5 KRFISEL UNTER DEM EINFLUSS AUSSERER DREHMOMENTE

D mpfungskurve Um den exponentiellen
50 T T T T T T

Verlauf zu verdeutlichen
haben wir mit Gnuplot
eine Exponentialfunktion
der Form

f(t) =a-exp(b-t)

an unsere Messwerte ange-
passt.

Rotationsfrequenz in Hz

a = (48,19 + 0,15%) Hz

15 1 Il Il Il Il Il b = (_0700124 :l: 0739%)
0 100 200 300 400 500 600 700

tins

1
S

5 Kreisel unter dem Einfluss aufierer Drehmomente

In diesem Versuch haben wir beim nutationsfreien, symmetrischen Kreisel die Prézessions-
frequenz in Abhéngigkeit von der Drehfrequenz um die Figurenachse gemessen. Es wurden
zwei Messreihen durchgefithrt mit unterschiedlichen Drehmomenten. Um die Drehmomente
zu erzeugen schraubten wir an den duferen Kardanrahmen eine Stange mit zylindrischem
Schiebegewicht. Mit Hilfe einer Stoppuhr mafien wir nun halbe Periodendauern der Prizes-
sionsbewegung. Da die Prézession sehr langsam verlduft, dndert sich auch die Rotationsfre-
quenz wahrend der Messung. Daher mafen wir die Rotationsfrequenz direkt vor und nach der
Préazessionsmessung um einen Mittelwert bilden zu kénnen. Wie in der Vorbereitung erlautert
erwarten wir folgenden Zusammenhang:

1
Wy = .—
P w

{eI=

= Steigung m

Fiir die zwei Messreihen kann man also jeweils eine lineare Regression der Form f(z) = ma+b
durchfiihren, wobei das Trigheitsmoment um die Figurenachse aus der Steigung berechnet
werden kann. Dafiir muss allerdings das angreifende Drehmoment, bekannt sein.

5.1 Erste Messreihe

Bei der ersten Messreihe befestigten wir das Schiebegewicht so nah am Kardanrahmen wie
moglich. Da uns das Gewicht der Stange und des Zylindergewichts bekannt sind, und wir
die Abstinde von Schwerpunkt zu Schwerpunkt gemessen haben, kénnen wir die wirkenden
Drehmoment berechnen.

Msgange = d - m - g = 27,215cm - 330g - 9,81?2 — 0,881Nm

Der Abstand d setzt sich zusammen aus dem Abstand des Stangenschwerpunkts, den wir
durch austarieren bestimmt haben, zum &ufseren Rand des Rotors und der halben Dicke des
Rotors. Die Rotordicke haben wir mit einer Schieblehre gemessen und nehmen daher einen
Fehler von 0,1lmm an. Der andere Abstand wurde mit einem Zollstock gemessen. Fiir diese

4In der Vorbereitung haben wir die Werte aus der Vorbereitungshilfe iibernommen. Den Versuch haben
wir aber anders durchgefiihrt. Diese Werte sind also nicht die gesuchten.
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5 KRFISEL UNTER DEM EINFLUSS AUSSERER DREHMOMENTE

Messung nehmen wir einen Fehler von 3mm an ®. So ergibt sich fiir d der systematische Fehler
o%® = 3,05mm. Fiir das Gewicht der Stange nehmen wir einen Fehler von oY% = 1g an S.
Aus diesen Fehlern kann man den Fehler in Mggange berechnen:

sys

Sys
On

=g-d-o’+g-m-o,
= ]\/[Stange = (0,881 + 0,0lS)Nm

Das durch das Schiebegewicht verursachte Drehmoment Mgewicht €rhélt man auf dieselbe
Weise.

d=(13,815+0,11)cm m=375+1)g= Mgewicht = (0,508 = 0,005)Nm
Fir das Gesamtdrehmoment erhdlt man:
M = (1,389 £ 0,018)Nm

Aus den Messwerten erhélt man folgende Regression:

1.Messreihe
1.3 T T T T T
12 | T
7 +
11+ .
/j»//
1 . 1

@ Lo m = (115,202 + 3,054)—2
< 09} . . 5
gt b 1

08 F (j/ 4 b=(0,078477554+0,0199)—

4 8
0.7 T 1
A+
/4’+
06 F .
AT+
-
05 1 1 1 1 1
0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
l/wins
Fiir das Tragheitsmoment ergibt sich damit:
M
O3 = — = (1,21 £ 0,03 4+ 0,016) - 10~ *kg - m?
m
O3 m O3 m2

5.2 zweite Messreihe

Das gesamte Drehmoment kann man wieder aus den Drehmomenten der Stange und des
Schiebegewichts berechnen.

d=(24815+0,11)cm  Mcgewicnt = d - g-m = (0,912 + 0,006)Nm

= M = (1,794 +0,019)Nm

Die Fehler erhélt man genauso wie bei der ersten Messreihe. Fiihrt man die Regression durch
so erhélt man:

5Wir nehmen den Fehler daher so grof an, da wir die Lage des Schwerpunktes nur durch austarieren nicht
sehr genau bestimmen konnten

6Die Masse wurde uns gesagt, der Fehler leider nicht. Daher nehmen wir denselben an wie fiir die Zusatz-
gewichte in 3
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6 HAUPTTRAGHEITSMOMENTE

2.Messreihe
14 T T T T T T T T T

13 |

1.1
m = 145,953 + 5,085

W, in 1/s
=
T

09 b = 0,0861905 £ 0,02816

0.8

0.7

06 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0035 0.004 0.0045 0.005 0.0055 0.006 0.0065 0.007 0.0075 0.008 0.0085
l/wins

M
= 0O3= — = (1,23 0,04 + 0,013) - 10~ ?kg - m?

Die aus den beiden Messreihen erhaltenen Werte fiir das Trégheitsmoment ©3 kann man
nun noch mitteln. So erhilt man:

03 = (1,22 4+ 0,03 + 0,015) - 10~ %kg - m?

Der systematische Fehler ist erstaunlich klein, nur 1,2%. Dies liegt vermutlich daran, dass wir
in unserer Rechnung nicht alle Fehlerquellen beriicksichtigen. Wir gehen lediglich von einem
Fehler bei der Lingenmessung und bei der Genauigkeit der Massenangabe aus. Der Fehler
den wir zum Beispiel beim Messen der Prazessionperiodendauer mit Hilfe einer Stoppuhr ma-
chen, geht nicht in den systematischen Fehler, sondern nur indirekt {iber die durchgefiihrten
Regressionen in den statistischen Fehler ein.

6 Haupttragheitsmomente

Nun soll aus den Ergebnissen von Aufgabe 3 und 5 die Haupttrégheitsmomente des symme-
trischen Kreisels berechnet werden. Dazu tragen wir zuerst nochmals die Ergebnisse aus den
vorherigen Aufgaben zusammen:

Aufgabe 3:
Aghne = 0,5231 £ 0,0012
A = 2
V01 -6,
01 = (2,723 £ 0,035 + 0,055) - 10~ 2 kg m?

Aufgabe 5:
O3 = (1,124 0,03 £ 0,015) - 10~ kg m?

Formt man nur die Gleichung um, so erhélt man:

S

()g —2 2
= =1,6835- 10 2kgm

.0,

ohne
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6 HAUPTTRAGHEITSMOMENTE

Die Fehlerfortpflanzung ist in diesem Fall einfach, da sich die relativen Fehler (bzw. die
Varianzen) einfach (gewichtet mit ihren Exponenten) addieren”:

O.g,atat 2 O.%tat 2 O.ifat 2 O.%tat
2 3 ohne 1
=2. +2. +
@2 63 thne @1
sys sys Sys

799, 99 99
—9. 93 1
0, 0, 6

2

= o3 = 0,068 - 10" * kgm?* = 4,0% - O
= 0987 =0,079-10"kgm® = 4,7% - O3

Als Endergebnis erhalten wir also fiir die drei Trégheitsmomente:
O1 = (2,72+0,04 +£0,06) -10"2kgm?

O, = (1,68 £ 0,074+ 0,08) -10"?kgm?
O3 = (1,124 0,03 £ 0,015) - 10~ kg m?

Insgesamt sind die Fehler, die alle im unteren Prozentbereich liegen, relativ gering. Zu
beachten ist, dass im systematischen Fehler nur die bekannten Fehler beriicksichtigt sind.
Fehler, die durch fehlerhafte Formel oder sonstige Umwelteinfliisse aufgetreten sind, und sich
nicht statistisch niedergeschlagen haben, sind daher in den Fehlergrenzen nicht erfasst.

Etwas verwunderlich ist, dass die Tragheitsmomente nicht die Relation

@3>@2:@1

erfiillen, die man fiir den flachen Rotor erwarten wiirde. Dies liegt vermutlich an den bei-
den Kardanrdhmen, die dafiir sorgen, dass O, # O ist. Auch andere Fehler, wie z.B., dass
der Effekt der zylindrischen Zusatzgewichte eben nicht exakt durch die in Aufgabe 3 ver-
wendete Beziehung beschrieben wird, sind denkbar. Schlieklich sind die Zusatzmassen keine
Punktemassen und miissen nicht zwangsweise exakt senkrecht gestanden haben.

Die Masse des Rotors kann abgeschétzt werden, indem man diesen als ndherungsweise
zylindrisch annimmt. Fiir das Trigheitsmoment eines Zylinders bei Rotation um die Symme-
trieachse gilt:

2

O3=—--m-r m = Masse des Zylinder r = Radius des Zylinders

1
2
Der Durchmesser des Rotor ist auf dem Aufgabenblatt gegeben d = (13,50 £ 0,01)cm. Mit

dem in Aufgabe 5 ausgerechneten Trigheitsmoment O3 = (1,22 £ 0,03 +0,015) - 10~ 2kg - m?
lasst sich die Masse des Rotors bestimmen.

8-0

3
O_Stat _ é . O_Stat _ O 018k
m 2 O3 T Y g
sYs om sys om sys 8 sys 16@3 sys
i W R ad"“dy =5 %6 T g 0d =007k

= m = (5,355 £ 0,018 £ 0,07)kg

7vgl. Fehlerrechnungsskript

AUSWERTUNG: P2-71 9 KATHRIN ENDER, MICHAEL WALZ



7 KREISELKOMPASS

7 Kreiselkompass

Wir stellten den Kreisel auf einen Drehtisch mit unterlegten schiefen Holzblock und fixierten
den inneren Kardanrahmen®. Wie in der Vorbereitung erwartet, stellte sich die Figurenach-
se bel Rotation des Drehtisches recht schnell in Richtung der Steigung des Blocks, also in
Richtung ,Norden“ ein.

Um die Drehimpulserhaltung ganz anschaulich zu zeigen, entfernten wir die Fixierungshil-
fen des Kreisels, sodass er wieder frei drehbar war. Trotz Rotation des Drehtischs dnderte die
Kreiselachse anschlieffend nie ihre Richtung, sodass eindrucksvoll die Drehimpulserhaltung
nachgewiesen wurde.

8vgl. Vorbereitung
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