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0 Schreibweisen

C4: coOnst.

Jla: Es existiert genau ein x

0.1 Intervale

la,b[:= (a,b) :=={z|a <z < b}
[a,b] = {x|a <z < b}

Die Notationen kénnen an den Réndern gemischt werden.

0.2 Matrizen

A;; meint die i-Zeile und die j-Spalte der Matrix A.

Ebenso meint A € R(™™) = R™*" gine Matrix mit m Zei-

len und n Spalten.

1 Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch
ist.

1.1 Symbole

Negation: — Aquivalenz: <  Konjunktion (und): A

Implikation (wenn..., dann): —  Disjunktion (oder): Vv

1.2 De Morgan’schen Gesetze

=(aAb) =—aV -b (anb)=aVvb
oder oo
—(aVb)=-aAN-b (avb)=aAnb
2 Mengen
Fiir jede Menge M und jedes Objekt x gilt
’:c eM (exklusives) oder T M‘

2.1 Russellsche Antinomie

Klasse aller Klassen, die sich nicht selbst als Element ent-
halten: R := {z|z ¢ z} R ist in sich widerspriichlich

2.2 Symbole

Inklusion: U C O U ist Teilmenge von O.

(transitiv, reflexiv, nicht symmetrisch)

Differenz: M \ N := M NN

Komplement: Cp U := O\ U (U cCoO)

Disjunktive Vereinigung: M AN := (M UN)\ (M NN)

Symmetrische Differenz

()

Def
—

(4 € ) A (M5 € b1y))

Potenzmenge P(M) := Menge aller Teilmengen von M

2.3 De Morgan’sche Gesetze

Fiir jede beliebige endliche, abzidhlbare oder auch nicht ab-
zéhlbare Indexmenge I:

WZUM und W:ﬂﬁz

iel iel i€l iel

2.4 Leere Menge ()

z €
DcM

ist stets falsch

Axiomatisch: .
ist stets wahr

3 Funktionen/Abbildungen

Eine Vorschrift f, die jedem Element z € X genau ein Ele-
ment y € Y zuordnet, heifft Funktion/Abbildung von X
nach Y. (X, Y: Mengen)

f:X =Y graph(f) :={(z,y) € (X xY)|y = f(2)}

3.1
Die Funktion f: X — Y, g: U — V sind gleich, falls

Gleichheit von Funktionen

X=U und f(z)=9g(x) VeeX

Umkehrfunktion f~!:

(F =1

flof=id=fof !

(fog)t=g tof!

3.2 Surjektivitit und Injektivitit

f:X =Y heift. ..
.. surjektiv, falls Bild(f) =Y
.. ingektiv, falls aus f(z1) = f(z2) folgt x1 = x4
.. bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist

f ist bijektiv < f~! ist bijektiv

3.3 Monotonie

f heifst streng monoton wachsend T, falls

aus x1 < xe folgt f(z1) < f(x2) ‘

fref flef ™l

Analog fiir monoton fallend |:
Weglassen von streng = f(z1) < f(z2)

4 Reelle Zahlen

Die Menge R heifst die Menge der reellen Zahlen, falls fol-
gendes gilt:
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4.1 innere Verkniipfungen
Es gibt zwei innere Verkniipfungen (+, -) mit

(R,+) : abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und in-

versem Element inv(a) = —a
abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 und

(R\{0},): entral

inversem Element inv(a) = a :

Und es gilt das Distributivgesetz: a- (b+¢) =a-b+a-c

= (R, +,-) ist ein Korper

4.2 Anordnung

e Va € R gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a>0 —a>0 a=0

e Ausa>0,b>0folgt (a+b) >0und (a-b) >0

4.3 Beschranktheit

e Eine Menge M heifst nach oben (unten) beschrénkt,
wenn ein Schranke S existiert, fiir das gilt:

< SVreM (x>9)

e Eine Menge heifit beschrinkt, wenn sie nach oben und
unten beschrénkt ist.

e Eine Funktion heiflt beschriankt, wenn ihr Bild be-
schrankt ist.

4.4 Maximum (Minimum analog)
m ist Maximum von M <= (m € M)A (z <mVz € M)

min(M) = — max(—M)

4.5 Supremum (Infinium analog)

Das Supremum einer Menge ist die kleinste obere Schranke:

M < sup(M) M < s=sup(M)<s Vs

inf(M) = —sup(—M)

4.6 Vollstindigkeitsaxiom in R

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge M C R be-
sitzt ein Supremum.
Dies gilt nicht in Q.

M ={z € Qlz>0,2% <2} sup(M) =vV2¢Q

4.7 Dichte von Q und R

z,y € Rmit z <y

=3dgeQmitr<g<y JreR\Qmitz<r<y

5 Vollstandige Induktion
M C R heit induktiv < (1€ M)A (z € M —z+1€ M)

(1l M=N

M ist
induktiv

5.1 Bernoullische Ungleichung
Vorraussetzung: © > —1 n €N
’(1+1’)”21+n~$
5.2 Geometrische Reihe
n 1— n+1
D= . q#1
—4q

5.3 Binomialkoeffizienten

neN keNg

a€eR

w0 (o)

n—+1 _
E+1)

k Terme

k

(a)za(a—l)..k.;!(a—k—kl) - <Z>:2n

6 Betrage

6.1

Dreiecksungleichung

0 < ||z =yl < lz+y| < |z|+ ly|

z,y € R,C,R", C"

6.2 Umgebung

U.(a) :={z ||z —a| <}

e>0

= U.(a

)={zla—e<z<a+e}

6.3 GAM-Ungleichung

T geom —

n 1 n
| | X4 S - E i = Zarithm
’ n -

=1 =1
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6.4 Schwarz’sche Ungleichung

Sl yz|<ﬁ ﬁ

Fiir ein Skalarprodukt (-

a;,b; € R

|<£L’,y>|2 < <£B,£L'> : <y7y>

7 Komplexe Zahlen C

Einfiihrung: i als eine Losung der Gleichung 2% + 1 = 0.
Die Koérperaxiome aus R werden dadurch nicht verletzt.

Komplex konjugiert: Z = z* = Re(z) — Im(z)

7.1 Binomische Formel

|w + z|2 = |w\2 + 2Re(zw) + |z|2

2

Betrag einer komplexen Zahl: |z|*=z-Z

7.2 Polardarstellung
z=r1-¢e% =71 (cos(p) +isin(p))

Betrag r Argument ¢

7.3 Wurzel

(n c N) . i (p+2km)

7.4 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes komplexe nicht konstante Polynom besitzt eine kom-
plexe Nullstelle.

7.5 (Un-)Ordnung in C

Der Kérper C ist nicht geordnet. D.h. es gibt keine Unglei-
chungsrelation < bzw. > wie im Koérper R.

8 Vektorrechnung

8.1 Vektorraum
V heifst komplexer (reeller) Vektorraum (VR), wenn:
1. 3 Verkniifung ,,+“ : (V, +) ist abelsche Gruppe

2. 1 assoziative, distributive Vorschrift ,,- :
a -z ist eindeutigund 1-2 =2 Va e C(R),z €V

Die Losungsmenge von lineare homogenen Gleichungssyste-
men sind reelle Vektorrdume:

0=AZ  oder auch: ¢ = A(z)¥
8.2 Norm
V sei ein K-VK. || - || : V — R4 U {0} heifst Norm, wenn

1 |lz[| >0 & =z #0 (positive Definitheit)

2. |la- || = o - ||| (Homogenitit)

3. lz+yl < =)l + vl (die Dreiecksungleichung)
Vae,yeV VaekK

Ein VR mit einer Norm heifit normierter (Vektor-)Raum.

8.3 Skalarprodukt

Ein komplexes Skalarprodukt (-,-) : VxV — C eines VRV
ist durch folgende Axiome festgelegt:

o du+v,w) = AMu,w) + (v, w)

VA eC, Yu,v,weV

o {(u,w) = (w,u)

o (u,u) >0 flir us#0

Ein komplexer (reeller) VR mit Skalarprodukt heifit unitér
(euklidisch).

plexe Konjugation, woraus sich eine Symmetriebedingung ergibt.

Fiir ein reelles Skalarprodukt entfillt die kom-

8.4 orthogonale Projektion
L@y

Pi' = - .

D= e

heifst orthogonale Projektion bon i auf die Richtung &

Projeziert man auf Ebenen, so miissen die Richtungsvekto-
ren der Ebene bereits orthogonal zu einander sein.

8.5 Gram-Schmidtsches
rungsverfahren

Orthogonalisie-

Aus den Vektoren d@; kann man orthogonale Vektoren I;i

gewinnen:
b1 = a;
n—1
gn _ _'n _ <afbn7:z> bz
= (bisbi)
8.6 Hesse Normalform
7 beschreibe Punkte einer Ebene F
iz

Mit dem normierten Normalenvektor 7y von F, welcher vom
Koordinatenursprung zur Ebene zeigt.

Setzt man einen beliebigen Punkt in 7 ein, so erhélt man
seinen Abstand zur Ebene.
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8.7 Vektoridentitidten

Grafmann-Identitdt (bac-cab):

-,

ax(bxd)=ba-é —aa-b)

Jacobi-Identitét:

Ax (bxd)+bx (@xa)+éx(@xb)=0

Lagrange-Identitét:

-,

(@ x b) - (€x

9 Folgen

9.1 Beschrianktheit

Eine komplexe Folge a,, heifft beschrinkt

< 3SeR: Ja,| < S Vn

9.2 Haufungspunkt

¢ € C heifst Haufungspunkt, wenn fiir jedes € > 0 fiir un-
endliche viele n € N gilt: lan, —c| < e

Unbeschrinkte Folgen besitzen den Hiufungspunkt (+)oo

9.3 Satz von Bolzano-Weierstrass

Jede komplexe Folge besitzt einen Haufungspunkt! ‘

Nur 1 Haufungspunkt = Grenzwert (Folge ist konvergent)

Eine monotone beschrénkte Folge ist konvergent

9.4 Rechnen mit Grenzwerten
Die 2 Folgen a,,, b, konvergieren gegen a, b. Dann gilt:

a, tb, >axb ap b, —a-b

T (BA0)  flan) = fla) f stetig
9.5 Leibniz-Kriterium
Vorr.: a, >0 a, monoton fallend Ilim a, =0
(oo}
= Z(—l)"an ist konvergent
Allgemein: Zan ist konvergent = lim a, =0
9.6 ,Quetsch“-Lemma
Die Folgen a,,/b,, seien monoton wachsend/fallend
mit a, <b,, und lim b, —a, =0
n—oo
= A zreRmit a, <z <b,Vnund lim a, =2 = lim b,
9.7 Eulersche Zahl e
Z—ze: lim (1—1—)
= n! n—o0 n

9.8 Cauchy-Folge

Eine Folge a,, heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0
einen Index N gibt, so dass ab diesem Index alle Folgen-
glieder weniger als € voneinander entfernt sind:

Ve>0:3INeN:Vmn>N: |a, —ay| <e

In vollstédndigen Ridumen konvergieren alle Cauchyfolgen.
Konvegiert eine Folge, so ist es eine Cauchyfolge.

10 Reihen

Fiir Reihen gilt sinngem&f der Satz tiber Cauchy-Folge (9.8)
und das Rechnen mit Grenzwerten (9.4).

10.1 Absolute Konvergenz

o0 o0
Z ap, absolut konvergent < Z |ay,| konvergiert
n n

Diese Reihen sind unempfindlich gegen Umordnung.

( I.A. gilt weder das Kommutativ- noch das Assoziativgesetz bei Reihen)

10.2 Majorantenkriterium

o0
lan| < ¢,Vn und Z ¢y, ist konvergent
n
o0

= Z an, ist absolut konvergent,
n

Minorantenkriterium analog fiir Divergenz.

10.3 Cauchy-Produkt

Das Cauchy-Produkt zweier absolut konvegenten Reihen
konvergiert absolut:

Zan . an = Zzakbnfk
n=0 n=0

n=0 k=0

Der Grenzwert des Cauchyprodukt ist gleich dem Produkt der Grenzwerte.

Ist nur eine der Reihen absolut konvergent, konvergiert das Produkt i.A.
nicht mehr absolut. Konvergieren beide Reihen nicht absolut, so muss das
Produkt nicht konvergieren.

10.4 Waurzel-/ Quotientenkriterium

o0 o0
Man betrachte die Reihe > a,, als Potenzreihe ) a,z™ und

n n
untersuche, ob diese Potenzreihe fiir x = 1 konvergiert.
(vgl. Konvergenzradius: 13.4)
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11 Exponentialfunktion

o0 Zn
exp(z) := Z )
n=0

exp ist stetig in jeden z € C.

konvergiert absolut Vz € C

12 Stetigkeit

12.1 Grenzwerte bei Funktionen

fiir bel. Folge mit lim z, =a

n—oo

lim f(z) := lim f(z,)
Ist dies nicht eindeutig, existiert der Grenzwert nicht!
12.2 Stetigkeit
f heifit stetig in a, falls lim f(z) = f(a)
f heifst stetig in einem Intervall I, falls f stetigin a Va € I.
f,gstetig = f+g,f- g\, L(g#0),fogstetig \=c,

Der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen auf dem Intervall I heift C*(I).

12.3 e-0-Definition

f ist in a stetig, genau dann wenn:

V€>O:EI5>O:(\xfa|<5:>|f(z)ff(a)|<€>

12.4 Umkehrfunktionen

f stetig = ! stetig (sofern f~" existiert)

12.5 Zwischenwertsatz

fec([abl) celf(a) fb)]

=z € [a,b] mit f(zg) =c¢

12.6 Beschrianktheit

Auf einem geschlossenen beschriankten Intervall ist jede ste-
tige Funktion beschrénkt und besitzt Maxi- und Minimum.

13 Funktionenfolgen

13.1 Punktweise Konvergenz

Eine Funktionenfolge f, konvergiert punktweise in z, falls
die Grenzfunktion | f(z) :== lim f,(2)

konvergiert.

Sie konvergiert punktweise in einem Intervall I, falls sie fiir
alle z € I konvergiert.

13.2 Gleichmiftige Konvergenz
fn konvergiert gleichméfig auf I gegen f, falls

T [[f— flloe =0

rel

11 = Folloo 1= sup (| 1(2) = fa(a)])
13.3 Majorantenkriterium

|fn(2)] < cnVn,Vz € I und ch ist konvergent

n

= Z fi(2) konvergiert gleichméfig auf I

13.4 Konvergenzradius r

o0
Konv.-radius r einer Potenzreihe P(z) = > ax(z — 20)F.

k=0

r = 0: P konvergiert nur in z = 2p

r >0 (r =00): P konvergiert absolut fiir |z — 29| < r
P konvergiert, gleichmafig fiir |z — zo| < p (mit p < )
P divergiert fiir |z — zo| > r

Fiir |z — 20| = r kann nur die Aussage gemacht werden, dass
bis dort Konvergenz und ab dort Divergenz herscht!

13.5 Waurzelkritierium
1

1
re= —
limsup {/|a,| 00 0

n—oo

13.6 Quotientenkritierium

. Gn,
r= lim

n—oo

Ap+1

Achtung: a, # 0V¥n und Grenzwert muss eindeutig sein

13.7 ,Geometrisches Kriterium*

Schreibt man eine Funktion in die Form ﬁ und entwickelt
iiber die geometrische Reihe die Potenzreihe, so erhélt man
den Konvergenzradius aus |z| < 1.

13.8 Identitadtssatz

Sind die Potenzreihen von f und ¢ gleich, so sind auch f
und ¢ gleich. (Und umgekehrt!)

14 Elementare Funktionen

14.1 Landau-Symbole

f(z) = O(g(z)) fiir  — zo <= hflilip i;(g’ o
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15 Differenzialrechnung einer Va-

riablen in R

15.1 Definition

f heifst in x¢ diff’bar, falls der folgende Grenzwert existiert:

flx) = flxo) _ lim f(zo+h) = f(zo)

T — Xo h—0 h

15.2 Definition mit Fehlerterm
fist in zo diff’bar < 3 7 stetig in 2o mit r(zg) =0
| f(z) = f(20) + L(z — w0) + 7(x)(x — m) Vx|
(L =c)

L ist dann die Ableitung in g

15.3 Stetigkeit
Ist f diff’bar, so ist f stetig. (Die Umkehrung ist falsch!)

15.4 Umkehrfunktion
f ist stetig, bijektiv = 3 g:= f!

g (zo) = falls f' # 0 dort existiert

_
f'(g(xo))
15.5 Mittelwertsatz der DR

g, f € C°([a,b]) und innerhalb diff’bar = 3 x4 € (a,b) :

(1)~ £(@)] 6/ (o) = £ (x0) [3(8) ~ (@)

fiir g(x) = a:

15.10 Fixpunktsatz von Banach
fec)
und 3¢:0< ¢ <1 mit |f'(z)|<q Vz € [a,b]

15.6 Taylorpolynom von f(z) in zg

I=Jab] f:I—>1

Tu(a) = 32 O o) — 20)*

k=0

f(@) = To(@) + Rn(z—20)

Dann gilt:
1. 3¢ €ab]: f(&)=¢

2. Die Folge xg € I, 41 = f(x,) konvergiert gegen &.

(g wird Lipschitz-Konstante genannt)

f(zo+h) =Th(zo+h)+Rn(h)

1
(n+1)!

=30 € (0,1): R,(h) = £ (2o + 9h) - A

15.7 Extrempunkte, Wendepunkte 3. Es gilt die Fehlerabschatzung:

Ist £ (z0) die erste nicht-verschwindende

€ — x| < |Zn — 1| < |21 — 2o
d I—¢q 1—¢q
. . . . . gerade
Ableitung in xp mit n > 2, so liegt bei n ungerade aposteriori apriori
im Punkt zg ein X rrempunkt 16 Integralrechnung einer Variablen
Wendepunkt

in R

15.8 Pot ih
otenzreihen 16.1 Definition

Ableitungen von absolut konvergenten Reihen kénnen glied- 40b it . d b

weise gebildet werden. (Insbesondere alle Potenzreihen inner- Wenn Unter- un ersummen fiber [a, b] gegen inse en

Wert s konvergieren, so existiert das Integral s =: [ f(z)dz
a

halb des Konvergenzradius.)

15.9  Regel von L’Hospital 16.2 Integrierbarkeit

Gilt lim f(z) =0und lim g(z) =0 b
rre rre f monoton oder stetig auf [a, b] < das Integral | f existiert
a

f'(x)

a—wo g'(x)

lim L) _
z—xo ;13)

so folgt

16.3 Zerlegungen

b L e b—a\ b—
/af(x)da::n@;o;f(am na> n“

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.
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16.4 Mittelwertsatz der IR

9. f€C([a,b) f(z)>0 a<z<b =3IEE(ab):

/a ' Fla)ge)dz = 9(6) / ' fla)a

fiir f(z) =1:

b
/ g(x)dz = g(€)(b— a)

16.5 Partielle Integration

b b
[ @@= @) 9] - [ 1@ g

16.6 Gebrochen rationale Funktion
f(z)

g(z)

Gesucht ist die Stammfunktion von

grad(f) > grad(g): Fiihre Rest

durch

Polynomdivision mit

grad(f) < grad(g): Berechne alle Nullstellen x; samt de-
ren Vielfachheiten n; von g(x).

: f(z) - Cik
= Partialbruchzerlegung: ——= = L

i k=1

= gliedweises Integrieren der Zerlegung:

16.7 Potenzreihen

Integrale von absolut konvergenten Reihen kénnen gliedwei-
se gebildet werden. (Insbesondere alle Potenzreihen innerhalb
des Konvergenzradius.)

16.8 Uneigentliche Integrale

b B
f definiert auf [a,b) : / f(x)dx := ﬁlir?_ f(x)dx
b ¥ b
faet b\ (): [ fadei= [ f@pde s [ @y

16.9 Majorantenkriterium

Majoranten- und Minorantenkriterium analog zu Folgen

und Funktionenreihen.

17 DGL
Lineare DGL 1. Ordnung

y +a(z)y = r(z) ‘ A= /a(x)dx

17.1

yn=c exp(—4) g, = exp(—A)- / r(z) - exp(+A)dz

17.2 Trennung der Variablen (TdV)

y' = f(x)g(y)

Das AWP ist eindeutig lsbar, falls g(y) # 0Vy im Intervall.

9yi) =0 =  y(x)=vy; =c, ist Losung

17.3 Ahnlichkeits-DGL
r_ (Y
v=r(3)

Substitution mit u = Y =
T

y =z +u=fu)

17.4 Existenz und Eindeutigkeit

v =1y ylzo) =]
f :D—R Doffen g RQ (‘7"07:'-/0) €D

Peano: f stetig in D = AWP losbar
Picard-Lindeldf: f und 9, f stetig = AWP eindeutig 16sbar

17.5 Picard-Iteration

Zusétzlich zu Picard-Lindeldf: y : I — R stetig diff’bar und

Xo, T € 1 (Mit Indizes: Iterationsformel; Ohne: Fixpunktgleichung)

y ist AWP-Losung < | yr+1(z) = yo + / (& ye(§))dE

Interation ergibt zumindest auf Teilintervall eine Losung

17.6 Implizite DGL 1. Ordnung

F(z,y,y') =0
1. Priife, ob y” = 0 Losung ist. (y = ax +b)

2. y” # 0: Substituire y = X (¢);z = ¥(t);y = ¢t mit
Zusatzgl. X (t) =t - V()
(‘P(t) # 0 = Losung ist eine Funktion y(m))

17.7 Implizite DGL 2. Ordnung

[@(y,y,y") =0
1. Berechne p(t) aus ®(¢,p(t), p(t)p(t)) = 0 wie in 17.6

(Anfangsvverte konnen schon bei p(t) beriicksichtigt Werden)

2. Berechne y(z) aus ¢'(z) = p(y(x)) mit TdV

17.8 Exakte DGL

’ P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0 ‘
Die DGL heifit exakt, falls P, = @,
Losung iiber F(x,y) = ¢y mit F, = P; Fy = Q; [F}; = 0]

10
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17.9 Integrierender Faktor
auch: Eulersche Multiplikator; niitzlich, um 17.8 exakt zu machen
P, — Q:z
p= p(z) = p(z) = UT ()
————
wenn: a(z)
Qu — P
p=ply) = py) =)
—_—
wenn: b(x)
Qx - Py
p=pule(r,y) = plp)= —5——"= uly
(p(z,y)) () wyP—@wQ()
—_———

wenn: h(p(z,y))

17.10 Bernoulli-DGL

g

v +p(x)y = q(x)y

T
Integrierender Faktor p(x) = exp / p(t)dt

Und erkennen, dass links dann (u(z)y(x))" steht.

17.11 Eulersche DGL
x2y”—|—axy'—|—by:f(x)‘ a,b=c, (z<>0)
Substitution mit z = +e u(t) = y(x)

=qy =1 22y =i —u

17.12 Riccati-DGL

Y+ f(x)y = r(z) + g(x)y? ‘ mit bekannter Losung v(z)

/ / U

I . 1
Substitution mit y = v + — y=v-—
U u

ergibt lineare DGL: ’u' + (2vg — flu=—g ‘

17.13 Lineare DGL 2. Ordnung

y"(z) + p(2)y' (z) + q(2)y(x) = f(z)]

y1(z) ist Losung der homogenen Gleichung.

= yo(z) = v(x) - y1(z) ist spezielle Losung falls
" / 2y1 (x) _ fl=)
o)+ o) (25 o) =

Der Losungsraum Lhommogen = Lo ist ein reeller Vektor-
raum der Dimension 2.

17.14 Fundamentalsystem

Eine Basis von Ly heifft Fundamentalsystem.
17.15 Wronski-Determinante
yi () yz(ﬂf))
w(x) = det
= () )

yi()
w'(z) = —p(x)w().

ist Wronski-Determinante

Mit y1,y2 € Lo =

17.16 Potenzreihenansatz

y(@) =) ¢j(x —zo)’
§=0

17.17 Abgewandelter Potenzreihenansatz

oo

y(@) = ¢jlw —x0)*?

=0

c#0 peR

Bietet sich an, wenn die Koeffizienten singuldr in z sind.

17.18 Lemma von Cronwall
©:[0,T > 0] — Rstetig acR,5>0
t
Es gelte:  ¢(t) <a+ B/sa(s)ds Yt € [0,T]
0
p(t) <a-e

= Dann gilt:

17.19 System von DGL erster Ordnung

§ =F(z,7)

Die Sétze von Picard-Lindelof, Peano, Picard-Iteration etc.

gelten entsprechend.

Lineare DGL hohere Ordnung lassen sich immer auf System
erster Ordnung zuriickfiihren.

= Lineare DGL 2. Ordnung ist als AWP eindeutig 16sbar.

17.20 Systeme linearer homogener DGL

J =Alx)y

Die Losungsmenge Ly ist n-dimensinaler reeller Vektor-

FeR" AeRM™M

raum.
Gibt es Basis vy, des R” aus EV von A mit den EW )\, € R,
so ist ein Fundamentalsystem gegeben durch:

yr(x) = vpe” k=1,...,n

Ist ein Eigenwerte A komplex (und damit gibt es auch den
komplex konjugierten Eigenwerte \), so sind

Re (ve’\"’) und Im (ve)‘”) linear unabhéngige Losungen.

Im allgemein Fall gibt es ein FS, bestehend aus Funktionen

Re (e7p;(2))  Im (e%7p;(2))

wobei p; ein geeignetes Polynom in x mit komplexen Koef-
fizienten ist.

11
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17.21 Stabilitat
~ S. 140/141 (Meyberg/Vachenauer HM2)

18 Fourierreihen

18.1
f : R — C heiRt p periodisch, falls f(z+p) = f(z) Vx € R.

periodische Funktionen

18.2 Trigonometrische Polynome

N
TN(t): Z Ck
k=—N

eik}t
N
=:ep(t)

NeNteR, ¢ €C

heifst trigonometrisches Polynom des Grades N.
(Trigonometrische Reihe fiir N — oo)

N
Tn(t)= Y e =co+> (cre™ +cpe™)
k=—N

N
=co+ Z ((ck + c_y,) coskt +i(cp — c_y) sin kt)
k=1
T,(t) ER— ¢ =¢_p Vk

18.3 2w-Periodische Funktionen

V sei die Menge der 27-periodischen beschrinkten Funktio-
nen f: R — C, die im Periodenintervall [—m, 7] hdchstens
endlich viele Unstetigkeiten 1. Art (=endlicher Sprung) ha-
ben.

V ist ein komplexer Vektorraum, dessen Elemente alle in-
tegrierbar sind.

18.4 Skalarprodukt auf V

foev  |(he)= o [ 10s@a

Damit ist V ein unitirer Vektorraum.

(ex,e;j) = 0x; = Die e;(t) bilden ein ONS
18.5 Norm auf V

|mw=¢mﬁ:¢;_fmﬁ@ﬁ

18.6 Gleichmiftige Konvergenz

o)
Konvergiert > ¢ ex(t) gleichmikig auf [—m, 7] gegen f,
k=—o00

so gilt: f ist stetig, 2m-periodisch und ¢ = (f, ex).

18.7 Fourierreihen

Fourierkoeffizient:  f(k) := (f,ex) keZ
Fourierreihe von f: (Ff)(t) = io: F(k) ex(t)
k=—oc0

Fourierreihe konvegiert gleichméRig = (Ff)(t) = f(t).

18.8 Besselsche Ungleichung

(oo}

> i < Il

k=—o0

Fir f € V gilt:

Gleichheit < Fourrierreihe von f konvergiert gegen f

in der || - ||2-Norm

18.9 Identitadtssatz

Sind die Fourierreihen von f und g gleich, so sind auch f
und g gleich. (Und umgekehrt!)

18.10 Punktweise Konvergenz der Fourier-
reihe

Bei Sprungstellen konvergiert die Fourierreihe gegen den

Mittelwert aus rechts- und linksseitigem Grenzwert, sofern

sowohl eine rechts- und linksseitige Ableitung existiert.
(d.h. es gibt nur einen endlicher Sprung)

19 Lineare Algebra

19.1 Schreibweisen

Lin(vy, ..., vg) = span(vy, ..., Ug) = [v1, ..., U] :=

Menge aller Linearkombinationen aus v, ..., vg

ONS: Orthonormalsystem

19.2 Gruppen

Ein Paar (G, o) mit einer Menge G und einer inneren Ver-
kniipfung o heifst Gruppe, falls:

e Agsoziativitit: (aob)oc=ao (boc) Ya,b,c € G

o Neutrales Element: 3e € G : ace =eca=a Vae G

-1

e Inverses Elem.: 3a~':ao0a ' =atoa=e¢ VYaecG

Eine Gruppe heift abelsch oder kommutativ, wenn die Ver-
Va,b e G
Die Inversen und das Neutrale Element sind eindeutig.

kniipfung kommutativ ist: aob="boa

19.3 Basis vom VR V

{v1, ..., v, } sind Basis von V, falls
1. vy, ..., vy, linear unabhéngig
2. Lin(vy, ..,v) =V

Die Darstellung eines beliebigen Vektors als Linearkombi-
nation von Basisvektoren ist eindeutig.

12
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19.4 Dimension

Die Dimension eines Vektorraums ist gleich der Machtigkeit
der Basgis.

19.5 Standardbasis

{€1,...,€,} heift Standardbasis oder Kanonische Basis.

19.6 Cauchy-Schwarz Ungleichung

Sei (V,{,-)) ein unitirer Vektorraum: a,beV

({0, b)] < [lall - [[o]l]

19.7 Lineare Abbildungen
V, W seien VR. Die Funktion f : V' — W heifst linear, wenn:

’f(ozlvl + 0521}2) = Ozlf(’Ul) + Ozzf(vg) ‘ Vo, € C VYo, €V

L(V, W) bezeichnet die Menge aller linearer Funktionen von
V nach W.
Eine Matrix A kann als lineare Abbildung verstanden wer-

den mit f(¥) =A-% (Z hat eine Basis)

19.8 Isomorphismus

f € L(V,W) sei bijektiv. Dann ist f ein Isomorphismus und
die Vektorrdume V und W sind isomorph. (d.h. sie sind von
der Struktur her gleich)

19.9 Matrizen (Schreibweisen)

A: Alle Elemente sind komplex konjugiert

AT: transponieren: Die Matrix wird an der Diagonalen ge-
spiegelt.

A*: Adjugierte Matrix: A* := A=A

A = A*: Die Matrix heifst hermitsch.
A = AT: Die Matrix heift symmetrisch.
A= —AT € R(™™); Die Matrix heifit schiefsymmetrisch.

det A # 0: Die Matrix heift regulir.

19.10 Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix bezeichnet die Anzahl der linear un-
abhingigen Spalten/Zeilen der Matrix.

(Bemerkung: Zeilenrang = Spaltenrang)

19.11 Lineare Gleichungssysteme

AZ = g ist 16sbar < 7 € Bild(A) < rang(A) = rang(A4, %) ‘

Eindeutig 16sbar, falls der Rang von A maximal ist!

19.12 Transpositionen

Transpositionen vertauschen zwei Objekte (Zahlen).

19.13 Permutationen

Sy, ist die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n.

Jede Permutationen l4sst sich als Produkt von vielen Trans-
positionen schreiben. Das Vorzeichen der Permutation ist
(—=1)™, wenn n die Anzahl der Transpositionen ist.

19.14 Eigenschaften der Determinate

1. sie ist multilinear, d.h. linear in jeder Spalte

2. sie ist alternierend, d.h. das Vertauschen zweier Spal-
ten dndert gerade das Vorzeichen

3. sie ist normiert, d.h. die Einheitsmatrix hat die De-
terminante 1

19.15 Definition der Determinate

Nach der Leibniz-Formel ist die Determinante:

det A= > (sgn(a)ﬁai,a(i>>
i=1

ocES,
19.16 Laplacescher Entwicklungssatz
det A = i(fl)i“ - a;; - det A;;
i=1
wobei A;; die Untermatrix von A ist, die durch Streichen

der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

(Statt iiber ¢ kann auch iiber j summiert werden.)

19.17
Produktregel:

Rechnen mit Determinaten

’det(AB) =det A-det B ‘ Vn x n-Matrizen A und B.

Inverse:
Falls A invertierbar ist, dann ist det (A7') = det (A",

Transponierte Matrix: Eine Matrix und ihre Transpo-
nierte haben dieselbe Determinante.

19.18 Adjunkte (# Adjungierte)

(adi(4)).

(2]

= (—1)j+i - det Aj,,'

Man beachte, dass die Indizes von A;; gedreht sind.

A71

= Jot(ay 24A)

13
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19.19 Gramersche Regel

Falls das Gleichungssystem AZ = i eindeutig lésbar ist:

T det(A)

Losung & gegeben durch: det(A) #0

Die Matrix A; entsteht aus A, indem man die i-te Spalte
durch ¥ ersetzt.

19.20 Orthogonale Matrizen

A orthogonal Dely AT — A=t & AT orthogonal < A1
orthogonal < Spalten bilden ONS « Zeilen bilden ONS «
Ist by, ...,b, €in ONS, so ist Aby, ..., Ab, ein ONS

19.21

\ heifit Eigenwert (EW) von A € C»™), falls die Gleichung
A% = M@ Losungen Z # 0 besitzt. Diese T heifien Eigenvek-
tor (EV) zum EW \.

Eigenwert (Definition)

Aist EW von A «— det(A—AE) =0
—_—

Nullstellen des charakteristischen Polynom

Die Vielfachheit der Nullstelle im charakteristischen Poly-
nom heiftt algebraische Vielfachheit m des Eigenwertes.

Die EV zu verschiedenen EW sind linear unabhéngig.
19.22 Eigenraum

Eig()) := Kern(A — \E)
Aechm

Eigenraum zu A:
v := dimEig(\) := n — Rang(A — \E)

Mit der geometrische Vielfachheit v

19.23 Der Eigenwert 0
A singuldr <> 3 EW A =0
A regulir <« A # 0V EW A
19.24 Ahnliche Matrizen

A, B € C™™ heifien dhnlich, falls:
3 regulires C € C™™ . B=C71AC
Ahnliche Matrizen besitzen die selbe Spur, Determinate

und EW.

19.25 Diagonalisierbar

Ein Matrix A € C™™ heifit diagonalisierbar, wenn sie zu
einer Diagonalmatrix D &hnlich ist.

A besitze n linear unabh. EV v, = D = C~tAC

mit C' = (v1, ..., Up,)

19.26 Hermitsche Matrizen
A=4A"ectnm
1. Alle EW sind reell
2. A hat n orthonormale EV
3. A ist diagonalisierbar mit einer unitiren Matrix C

D=C*AC da:C7'=C"

Ist A sogar symmetrisch, so ldsst sie sich mit einer ortho-
gonale Matrix C diagonalisieren.

Wichtig: Die EV miissen dabei orthonormiert werden

19.27 Definitheit von Matrizen
AeRM™™W A=A + Ay mit Aj(2) (schief-)symmetrisch

Jede reelle Matrix lésst sich in eine symmetrische und eine
schiefsymmetrische Teilmatrix aufspalten.
A heifst. ..

.. positiv definit, falls 77 A% > 0VZ < Alle EW positiv

.. positiv semidefinit, falls ZTAZ > 0VZ < Alle EW
positiv oder Null

.. negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit

..indefinit, falls 37,7 : @7 Ad > 0 und 77 Av < 0 « Es
gibt positive und negative EW

Da #T A% = 0, falls Ay schiefsymmetrisch ist, kann man
sich auf den symmetrischen Teil der Matrix beschrinken.

Fir die Matrix <Z g) e RZ2) gilt:

e positiv definit, falls @ > 0 und ac — b*> > 0
o positiv semidefinit, falls a + ¢ > 0 und ac — b2 =0
e negativ definit, falls a < 0 und ac — b*> > 0

e indefinit, falls und ac — b> < 0

19.28 Quadrik (Kegelschnitte)
Die Menge {Z|h(Z) = 0} heift Quadrik, wenn h : R™ — R;

z— T AZ + 267 + ¢|. Dabei kann A immer als symme-

trisch angenommen werden.

19.29 Transformation (Quadrik)

Die Funktion (%) = &7 AZ+2b7 Z+c lisst sich durch Trans-
formation & — CZ+m in eine der folgenden Normalformen
bringen:
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1. W& = 7T DZ + cy, mit Diagonalmatrix D, falls A
vollen Rang hat

2. h(Z) = ZT D + 2By 7, falls A nicht vollen Rang hat

Dies geschieht durch Diagonalisieren der Matrix A mit Hilfe
einer orthogonalen Matrix C und anschliefsendem Verschie-
ben um m.

19.30 Formen (Quadrik)

Man betrachte, die Eigenwerte der Diagonalmatrix (in der
Normalform): ~» S. 32 (Formel und Hilfen zur HM)

20 DR mehrerer Variablen

20.1 offenen Gebiete

D C R” heifst offen, falls zu jedem Punkt in D eine Umge-
bung existiert, die ganz in D liegt.

20.2 Stetigkeit, Diff’bar

f ist stetig (oder diff’bar), falls jede Komponentenfunktion
f; stetig (oder diff’bar) ist.
(Achtung: Es gibt mehr als zwei Richtungen im R™)

20.3 Kurven

Eine Kurve im R" ist eine stetige Funktion ¥: I C R — R"

-

(r) (I) = Bild((r)) heit Spur oder Trajektorie
Zu einer Kurve gehort immer eine Orientierung.

Eine Kurve heifst

geschlossen, wenn Anfangspunkt und Endpunkt gleich
sind.

doppelpunktfrei oder einfach, wenn sie keine Doppel-
punkte (Punkte, die mehrmals erreicht werden) be-
sitzt.

Jordankurve oder einfach geschlossen, falls sie ge-
schlossen ist, und der Anfangs- und Endpunkt der

einzige Doppelpunkt ist.

glatt oder regulir, falls der Tangetialvektor F(t) #0Vt

20.4 Bogenlinge

Das Supremum der beschrinkten Menge aller Sehnenpo-
lygone (der Kurve) heikt Linge L der Kurve. Falls diese
Menge beschrankt ist, heiflt die Kurve rektifizierbar. Ist die
Menge nicht beschriinkt, ist die Linge nicht definiert.

Jede C'-Kurve 7 : [a,b] — R™ (a,b # +00) ist rektifizierbar.

b
Bs gilt: | L(F) := L& () ::/ 17(0) |t

Diese Linge ist unabhfngig von der gewahlten Darstellung
der Kurve. (Umparametrisierung)

20.5 Richtungsableitung

f: Doffen C R™ — R skalares Feld Zo € D fest

(o + ) — f(70)
h—0 h

vEeER™#0

Existiert | (Dzf)(Z0) , 50 heifst

dieser Limes Richtungsableitung von f in Zp in Richtung v.
Fiir ein Vektorfeld gilt dies komponentenweise (vgl. 20.2).

20.6 partielle Ableitung

heifst partielle Ableitung nach

der j-ten Variablen. (Mit dem Standardbassisvektor €;)

20.7 Jakobi- / Funktionalmatrix J

f:R™ - R"
T .

weey Ty

Fir m = n heifst det J» Funktionaldeterminante.

20.8 Schwarzsche Satz

Sei D C R"™ offen, f : D — R zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar, dann gilt:

D;Dyf = DiD,f| Vi k

20.9 Nabla-Identitiaten
Fiir die Vektorfelder f und g gilt:

Vx (Vx ) =V(V-f)—Af
V(f-g)=(f
Vx(fxg=(3-V

20.10 Ableitung

fist in @ diff’bar <> 3 R stetig in 0 mit £(0) =0

F(@o +R) = flzo) + L(R) + R(W)|h|  Vh

Die Lineare Abbildung L heikt Differential von f in %

Die (n,m)-Matrix, die L bzgl. der Standardbassis zugeord-
net ist, wird durch f’ bezeichnet. Diese Matrix heifit die
Ableitung von f in .

Die Richtungsableitung lasst sich damit ausdriicken als:

(Dsf)(@) = ['(@) &
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20.11 Stetig vs. Diff’bar
Ist f diff’bar, so ist fstetig.
Ist fstetig partiell diff’bar, so ist fdiff’bar.

Aus der Existenz aller Richtungsableitungen in einem
Punkt folgt nicht die Stetigkeit in diesem Punkt.

20.12 Tangentialebenen

Die Fliiche F' C R3 sei implizit durch f(x,y,2) = c gegeben.
(f diff’bar, f' = Vf # 0)
Dann ist die Tangentialebenen an p’ gegeben durch:

(F=p)'Vf(p) =0

20.13 Taylorformel

f : Doggen C R* — R, f € CF(D), die partiellen
Ableitungen der (k + 1)-ten Ordnung sollen existieren.
Dann gibt es fiir alle x € D ein Z € S, , falls

Seox = {xo +t(x —x0)|t € [0,1]} C D

k ; .
(- B)VY(E) | (F =TV
f@=2 S (/2+1)!

Ry=o([|ZF—Zo||*)

=0

T (f,@0)(Z) (F—7Z0o)

Fehlerterm

Mit k& = 0 folgt der Mittelwertsatz der Differetialrechnung.

20.14 Hesse-Matrix

Mit der symetrischen Hesse-Matrix Hy(Zo) lasst sich die
Taylorformel in 2. Ordnung wie folgt darstellen:

Hf(fg) = (Dlef<-'fO))l,k:1,...n

+35(% — o) Hy (Z0)( — Zo) + o([|Z — Zol|*)

20.15 Identitatssatz

Sind die Taylorreihen von f und g gleich, so sind auch f
und ¢ gleich. (Und umgekehrt!)

20.16 stationire Punkte

Ein Punkt #y heift stationdr /kritisch <= V f(Zy) =0

(f muss natiirlich in Zp diff’bar sein.)

20.17 Extrempunkte, Sattelpunkte

Die Hessematrix Hy existiere im stationdren Punkt &y und

in dessen Umgebung. Dann gilt:

Hy(%y) positiv definit: isoliertes Minimum

—

H; (%) negativ definit: isoliertes Maximum
Hy(Zy) indefinit: Sattelpunkt
(Zo)

H¢ (%)) semidefinit: keine allgemeine Aussage moglich

20.18 lokale Invertierbarkeit

Ist die Jakobimatrix J f(fo) regular, so ist f in Zp lokal
invertierbar. Fiir die Ableitung gilt:

-1

Df @) = [DF (7))

Lokal bedeutet, dass es eine offene Umgebung (im Definiti-
onsraum) gibt, fir die das Bild ebenfalls eine offene Umge-
bung ist.

20.19 implizite Funktionen

f(@o,50) =0
Dann ist die Gleichung lokal nach ¥ auflésbar: ¢

0g.f (%o, Yo) regulér
()

=h
D:h(7) = — [05F (7. 5(3) )| oaf (7.7(@)

21 IR mehrerer Variablen

21.1 Einfiihrung

Im Folgenden sei G ein Gebiet (offen, zusammenhingend,
beschrinkt) und OG eine positiv orientierte stiickweise glat-
te Randkurve und G = G' U dG der Abschluss von G.

¢ immer ein Vektorfeld und f,g Skalarfelder und v eine
stiickweise glatte Kurve.

21.2 Vertauschung der Integrationsreihen-
folge
Sei f € C’(G) G = [a,b] x [¢,d]

b d d b
= [ [sewdyao= [ [ say)dcay

T=a y=c y=cx=a

21.3 Gaufsscher Satz in der Ebene

G € R? sei durch Schnitte in endliche viele in z- und y-
Richtung projezierbare Gebiete zerlegbar.

7:G—R*  TecHG)NC’G)

= %17- ds = // (D1vy — Dovy) d(z,y)
G

oG

N f(*.ﬁ)dsz//divﬁd(x,y)
¢

oG

n: dulserer Normalenvektor
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21.4 Stokesscher Integralsatz in der Ebene
G und ¥ wie bei Gauk (21.3), nur dass v : G — R3.

= fods= [[(¥x9)-aday)
G

oG

21.5
g, f € C2(G)ﬂcl(5),ﬁ Normalenvektor zu G, Dzg = Vg-a

1. Green’sche Formel

= /fpﬁgds:/(f€2g+ﬁfﬁg)dc;
oG G

9g
N

21.6 2. Green’sche Formel

f und g vertauschen und die Gleichungen subtrahieren:

= / Dgg— gDy fds = / (f¥2% — g¥2f) dG
oG G

21.7 Potentialfelder

¥ heifst Potentialfeld/Gradientenfeld /konservatives Feld,
falls es ein diff’bares Skalarfeld f gibt mit:

7=V f f heifit dann Potential

Ein Potential ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.
Die Jakobimatrix von eines stetig diff’baren Potentialfeldes
ist symmetrisch.

[ weds= s - )
¥(To...71)
(1. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale )

#'ist Potentialfeld < fiir je 2 Punkte ist | #-ds unabhiingig
von der die Punkte verbindende Kurve v < fv ods = 0Vy

21.8 einfach zusammenhingend

Ein Gebiet G heifst einfach-zusammenhingendes Gebiet,
falls sich jede einfach geschlossene Kurve innerhalb von G
auf einen Punkt stetig zusammenziehen 1isst.

21.9 2. Hauptsatz fiir Kurvenintegrale

Sei G C R" einfach zusammenhéngend und v : G — R" ein
C'-Vektorfeld.

¥ ist Potentialfeld <&  Djv, = Dyv; V5, k

21.10 Normalenvektor

Der Gradient steht immer senkrecht auf den Nivealinien ei-
nes Skalarfeldes.

= |VF(Z)
Flache, die durch F(Z) = ¢, gegeben ist.

ist ein (nicht normierter) Normalvektor auf die

21.11 Oberflichenintegrale im R3

’ dd = D17(u,v) x Dor(u,v) d(u,v) ‘

heiflt vektorielles Oberflichenelement

do = ||do]| heift skalares Oberflachenelement

21.12 mehrdimensinale Variablentransfor-
mation

Gegeben sei eine Parametertransformation: <u) =1 (5)
v n

d(u,v) = [det (T5(6,m) | (g, m)

21.13 Stokesscher Integralsatz

Sei F' eine stiickweise glatte, orientierte (1) Fliche.
7eCYG):G—R3

= //(6x6)d5:7{«7.d2
F

OF

21.14 Gaufldscher Integralsatz

G € R3 sei durch Schnitte in endliche viele in z-, y- und z-
Richtung projezierbare Gebiete zerlegbar. Die Oberflichen
O0G seien stiickweise glatt und orientierbar. N seit der nach
aufien orientierte Normalenvektor.

7:G — R? 7€ CY(Q)

éﬂﬁ“ﬁdo:// V- 7d(z,y,2)
G

oG

22 Funktionentheorie

22.1 Stetigkeit

Stetig in zp < zl m f(z) = f(20)

i
22.2 Komplex diff’bar

f(2) = f(z0)

zZ— 20

Komplex diff’bar in zg < lim existiert

z—20

Dieser Grenzwert heift komplexe Ableitung f/(2).

22.3 holomorph

f ist holomorph < f ist auf offenen Gebiet definiert und
komplex diff’bar

Im Folgenden werden praktisch fast nur holomorphe Funk-

tionen behandelt. (Auch wenn’s oft nicht dabei steht.)

17
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22.4 holomorphe Ableitung

’ f:D — Cholomorph = f': D — C holomorph

22.5 Cauchy-Riemann DGL
flz=z+1iy) = u(z,y) + iv(x,y) ist komplex diff’bar falls:
oder

o Uy =y,

° fm = 7Z‘fy oder fz = fz oder f?: 0

und Uy = —v,

22.6 Harmonisch
f ist harmonisch & Af = uyg + Uyy + i1(Vaz + vyy) =0

Nach dem Satz von Schwarz folgt fiir holomorphe Funktio-
nen, dass sie harmonisch sind.

22.7 Holomorphe Erginzung

Ist D offen, einfach zusammenhingend und v : D — R
harmonisch in D, sogibt es eine harmonische Funktion
v:D — R, sodass f:=wu+ivin D holomorph ist.

v heifst zu v konjugiert harmonisch

22.8 Jacobimatrix

|det Jf| =

det (Zr ul’)‘ = |f'(@+iy)*  mic s = +iva

22.9 Schlicht

schlicht = holomorph + injektiv
1
!/
g'(x0) = o ——=
() = Flgaa)

Manchmal nennt man solche Funktionen auch simpel oder

(plakativ!)

falls g:= f~% f'#0

einfach.

22.10 Flacheninhalt
Ist f schlicht, dann ist die Fliache von f(D):

Fliche(f(D)) = //|f’(:z:+iy)|2dxdy
D

22.11 Flachen

Se ={z€C:a<Imz < a+2n}
E,:={re?ecC:reRy,pc(a,a+2m)}
E, ist die bei e geschlitzte Ebene

aceR

a € [—m,m)

Kreisscheibe: K (zp,7) :={z € C: |z — zp| <7}
Kreisring: A(zo,m, R) :=={2 € C:r < |z — 20| < R}
r,ReCuU{0}

22.12 Argument

(Neben)zweig: arg, : Fo — (o, a0+ 2m)

Hauptzweig: Arg:=arg_ E_, — (—m,7)

22.13 Natiirlicher Logarithmus
Fiir (Neben)zweig log und Hauptzweig Log gilt (k € Z):
logy o 1 Eo — C logkya(z) = In|z| + i(arg, () + 27k)

Log: E_r — C Log:=log, _, = In|z| +iArg(2)

22.14 Rechnen
exp: C — C\ {0} exp(Sa) = Eq,

Ing,a(Ea) = Sa+2rk

exp(logy ,(2)) =2 Vze E,
logk’a(exp(z)) =z Vz € Satonk

a ._ ,alogz

Wurzeln, Potenzen: |z :=¢e mehrdeutig, falls a ¢ R

22.15 Verallgemeinerte Kreise

Verallgemeinerte Kreise werden in C beschrieben durch:

a,yER BeC ay<|F)?

a2’ + Bz +Bz+y=0

a=0= Gerade

_1BE o
(0%

v =0= durch 0
2

— = Kreis

a;«éOé‘erﬂ
o a

22.16 Stereographische Projektion

r:C=CU{c} - S
<~

Kugel
2Rez 2Imz |22 -1
3 , 5 , 5 zeC
(0,0, 1) zZ =00
§+in
_ ¢#1
€, ) =9 1-¢
o0 (=1

Verallgemeinerte Kreise in C gehen auf Kreise in S.

22.17 Konforme Abbildungen
konform = holomorph + f’(z) # 0 Vz (plakativ!)
schlicht = konform = lokal schlicht

konforme Abbildungen. ..

e sind winkeltreu

o bilden Gebiete auf Gebiete ab

e bilden deren Rénder auf Rénder ab

e sind orientierungstreu

e (G, H seien einfach zusammenhingende Gebiete

= 3 schlichtes/konformes/bijektives f: f(G) = H

18
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22.18 Mobiustransformation

Eine Mobiustransformation ist eine konforme Abbildung:

az+b
= - d—2b
f(z) = 1d a,b,ec,de C a c#0
a d
fo=2 (=)=
c c
Eine MT erhilt das Doppelverhéltnis:
w1 — W2 W3 — W4y Z1 — k9 23 — 24
= wy = f(z1)

W1 — Wyqg W3 — Wa Z1 — R4 R3 — 22

MT bilden eine Gruppe mit f = f1 o fa.

Jede MT lésst sich als Hintereinanderschaltung von Inter-
tierung, Drehstreckung und Translation darstellen.

22.19 Kurvenintegrale

b
/f(z)dz = /f(fy(t))"y(t)dt = /(udx—vdy)+i(vdx+udy)

¥
v: Kreis um a; l-mal mathematisch positiv durchlaufen

/(z—a)kdz:{gm'l k=-1

sonst
5

22.20 Cauchy Integralsatz

G sei einfach zusammenhingendes Gebiet

f : G — C sei holomorph bis auf endliche viele Punkte, in
denen f stetig ist

v sei stiickweise stetig diff ’bare geschlossenen Kurve in G.

%f(z)dz =0

= Es reicht bei geschlossenen Integralen die Integrale um
die Singularitéten zu betrachten.

22.21 Cauchysche Integralformel

f holomorph auf Gebiet G. v eine einfach geschlossene
stiickweise stetig diff’bare Kurve in G.

e

2w ) z— 2z

f(Z(]) Vzg € D

~

22.22 Potenzreihenentwicklung

f holomorph auf Gebiet G mit K(zp,7) € G. Fiir jedes

z € K(zo,r) gilt: p€(0,r)
: — 1 f)
flz) = kz—oak(z — )" a = Gy / - zO)k+1d5
- 1€-20]

22.23 Laurentreihe

-1

>

k=—o0

o0
ar(z — 20)F + Z ap(z — 2)*
k=0

f(z) =

Hauptteil Nebenteil

22.24 Konvergenz der Laurentreihe

ry = limsup {/|a+y|
k—o0

1
+t =
limsup ¥/|atg]

k—o0

Hauptteil konvergent fiir [z — 20| ™' < R_  (r_ < |2 — 2o|)
Nebenteil konvergent fiir |z — 29| < Ry

Gesamt konvergent bei z € A(zp,r—, Ry)

22.25 Singularititen

zo € C\ G heift isolierte Singularitit, falls eine Umgebung
um 2o ganz in G liegt.

1. zp heifst hebbare Singularitét, falls ap =0 Vk <0

2. 2o heifit Polstelle der Ordnung p € N, falls a_, # 0
und a_, =0 Vk>p

3. 2o heifft wesentliche Singularitit, falls aj # 0 fiir un-
endliche viele k < 0

(Fiir die Bezeichnungen vergleiche ab 22.22)

22.26 Residuum
Der Laurentkoeffizient a_1 heifft Residuum von f in z.

’Res(f, 20) ‘= a_1 ‘

22.27 Bestimmung von Residuen

1. Koeffizient a_; der Laurentreihe

2 f(:) = 55 4o 20 W) 20 gih
( ) holom. auf
A K(zo0,7)
= |Res(f, z0) = W (z0)

3. Zzp ist Polstelle der Ordnung p:

1 , d\*!
ooidm () [e-arr
22.28 Residuensatz

f holomorph auf G
G:=GU {Zl}

Res(fa ZO) =

~ eine ,normale‘ Kurve in G
z; Singularitéten innerhalb von -y

= /f(z)dz = 27TiZReS(f» z1)
; 1
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Funktionentheorie, 22.0, 17

GAM-Ungleichung, 6.3, 5

Gaufscher Integralsatz, 21.14, 17
Gauflscher Satz in der Ebene, 21.3, 16
Gebiet, 21.1, 16

Gebrochen rationale Funktion, 16.6, 10
Geometrische Reihe, 5.2, 5
geometrische Vielfachheit v, 19.22, 14
Geometrisches Kriterium, 13.7, 8
geschlossen, 20.3, 15

glatt, 20.3, 15

Gleichheit von Funktionen, 3.1, 4
Gleichméfige Konvergenz, 13.2, 8
Gleichméfige Konvergenz, 18.6, 12
Grafimann-Identitdt, 8.7, 7

Gradient, 21.10, 17

Gradientenfeld, 21.7, 17

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren, 8.5, 6

Gramersche Regel, 19.19, 14
graph(f), 3.0, 4

Green’sche Formel (1), 21.5, 17
Green’sche Formel (2), 21.6, 17
Grenzwerte bei Funktionen, 12.1, 8
Grenzwerte, 9.4, 7

Gruppen, 19.2, 12

Hiufungspunkt, 9.2, 7

Harmonisch, 22.6, 18

Hauptsatz fiir Kurvenintegrale (1), 21.7, 17
Hauptsatz fiir Kurvenintegrale (2), 21.9, 17
Hauptteil, 22.23, 19

hebbare Singularitit, 22.25, 19

hermitsch, 19.9, 13

Hermitsche Matrizen, 19.26, 14
Hesse Normalform, 8.6, 6
Hesse-Matrix, 20.14, 16
holomorph, 22.3, 17

holomorphe Ableitung, 22.4, 18
Holomorphe Erginzung, 22.7, 18

Identitétssatz, 13.8, 8
Identitétssatz, 18.9, 12
Identitatssatz, 20.15, 16

Implizite DGL 1. Ordnung, 17.6, 10
Implizite DGL 2. Ordnung, 17.7, 10

implizite Fliche — Tangentialebenen, 20.12, 16

implizite Funktionen, 20.19, 16
induktiv, 5.0, 5

Infinium, 4.5, 5

Infinium, 4.6, 5

injektiv, 3.2, 4

Inklusion, 2.2, 4

innere Verkniipfungen, 4.1, 5

Integralrechnung einer Variablen in R, 16.0, 9
Integralrechnung mehrerer Variablen, 21.0, 16

Integrierbarkeit, 16.2, 9
Integrierender Faktor, 17.9, 11
Intervale, 0.1, 4

Invertierbarkeit (lokal), 20.18, 16
IR mehrerer Variablen, 21.0, 16
isolierte Singularitit, 22.25, 19
Isomorphismus, 19.8, 13

Jacobi-Identitidt, 8.7, 7
Jacobimatrix, 22.8, 18
Jakobi- / Funktionalmatrix J, 20.7, 15
Jordankurve, 20.3, 15

Korper, 4.1, 5
Kanonische Basis, 19.5, 13

Kegelschnitte, 19.28, 14
kommutativ, 19.2, 12
Komplement, 2.2, 4

Komplex diff’bar, 22.2, 17
Komplex konjugiert, 7.0, 6
Komplexe Zahlen C, 7.0, 6
Konforme Abbildungen, 22.17, 18
konjugiert harmonisch, 22.7, 18
konjugiert, 7.0, 6

konservatives Feld, 21.7, 17
Konvergenz der Laurentreihe, 22.24, 19
Konvergenzradius r, 13.4, 8
kritischer Punkt, 20.16, 16
Kurven, 20.3, 15
Kurvenintegrale, 22.19, 19

L’Hospital, 15.9, 9
Lagrange-Identitat, 8.7, 7
Landau-Symbole, 14.1, 8

Laplacescher Entwicklungssatz, 19.16, 13

Laurentreihe, 22.23, 19

Leere Menge 0, 2.4, 4
Leibniz-Formel, 19.15, 13
Leibniz-Kriterium, 9.5, 7

Lemma von Cronwall, 17.18, 11
LGS, 19.11, 13

Lineare Abbildungen, 19.7, 13
Lineare Algebra, 19.0, 12

Lineare Gleichungssysteme, 19.11, 13

Lineare homogenen DGL (System), 17.20, 11

Linearkombination, 19.3, 12
Lipschitz-Konstante, 15.10, 9
Logarithmus, 22.13, 18

Logik, siehe Aussagenlogik

lokal invertierbar, 20.18, 16
lokale Invertierbarkeit, 20.18, 16

Moébiustransformation, 22.18, 19
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Majorantenkriterium, 10.2, 7
Majorantenkriterium, 13.3, 8
Majorantenkriterium, 16.9, 10
Matrizen (Schreibweisen), 19.9, 13
Matrizen, 0.2, 4

Maximum (Minimum analog), 4.4, 5
Maximum, 12.6, 8

Mengen, 2.0, 4

Minimum, 12.6, 8

Minimum, 4.4, 5
Minorantenkriterium, 10.2, 7
Minorantenkriterium, 16.9, 10

Mittelwertsatz der Differetialrechnung, 20.13, 16

Mittelwertsatz der DR, 15.5, 9
Mittelwertsatz der IR, 16.4, 10
monoton fallend, 3.3, 4
monoton wachsend, 3.3, 4
Monotonie, 3.3, 4

MWSDR, 15.5, 9

MWSIR, 16.4, 10

Nabla-Identitéiten, 20.9, 15
Natiirlicher Logarithmus, 22.13, 18
Nebenteil, 22.23, 19

Norm auf V, 18.5, 12

Norm, 8.2, 6

Normalenvektor, 21.10, 17

Oberflichenintegrale im R3, 21.11, 17

offenen Gebiete, 20.1, 15

ONS = Orthonormalsystem, 19.1, 12
Ordnung in C existiert nicht, 7.5, 6
Ordnung in R, 4.2, 5

Orientierung, 20.3, 15

Orthogonale Matrizen, 19.20, 14
orthogonale Projektion, 8.4, 6
orthonormiert, 19.26, 14

partielle Ableitung, 20.6, 15

Partielle Integration, 16.5, 10

Peano, 17.4, 10

periodische Funktionen, 18.1, 12
Permutationen, 19.13, 13
Picard-Iteration, 17.5, 10
Picard-Lindel6f, 17.4, 10
Polardarstellung, 7.2, 6

Polstelle der Ordnung p € N, 22.25, 19
Potential, 21.7, 17

Potentialfelder, 21.7, 17

Potenzen, 22.14, 18

Potenzmenge P, 2.2, 4

Potenzreihen, 15.8, 9

Potenzreihen, 16.7, 10
Potenzreihenansatz, 17.16, 11
Potenzreihenentwicklung, 22.22, 19
Punktweise Konvergenz der Fourierreihe, 18.10, 12
Punktweise Konvergenz, 13.1, 8

Quadrik (Kegelschnitte), 19.28, 14
Quadrik (Transformation), 19.29, 14
Quetsch-Lemma, 9.6, 7
Quotientenkritierium, 13.6, 8

Rang einer Matrix, 19.10, 13
Rechnen mit Determinaten, 19.17, 13
Rechnen mit Grenzwerten, 9.4, 7
Rechnen, 22.14, 18

Reelle Zahlen, 4.0, 4

Regel von L’Hospital, 15.9, 9
reguldr, 19.9, 13

reguldr, 20.3, 15

Reihen, 10.0, 7

rektifizierbar, 20.4, 15
Residuensatz, 22.28, 19
Residuum, 22.26, 19

Riccati-DGL, 17.12, 11
Richtungsableitung, 20.10, 15
Richtungsableitung, 20.5, 15
Russellsche Antinomie, 2.1, 4

Sattelpunkte, 20.17, 16

Satz von Bolzano-Weierstrass, 9.3, 7
Satz von Peano, 17.4, 10

Satz von Picard-Lindel6f, 17.4, 10
schiefsymmetrisch, 19.9, 13
Schlicht, 22.9, 18

Schreibweisen fiir Matrizen, 19.9, 13
Schreibweisen, 0.0, 4
Schreibweisen, 19.1, 12
Schwarz’sche Ungleichung, 6.4, 6
Schwarzsche Satz, 20.8, 15
simpel, 22.9, 18

Singularititen, 22.25, 19

skalares Feld, 20.5, 15
Skalarprodukt auf V', 18.4, 12
Skalarprodukt, 6.4, 6
Skalarprodukt, 8.3, 6

Spur, 19.24, 14

Spur, 20.3, 15

Stabilitit, 17.21, 12
Standardbasis, 19.5, 13
stationidre Punkte, 20.16, 16

Stereographische Projektion, 22.16, 18

Stetig vs. Diff’bar, 20.11, 16
Stetigkeit, 12.0, 8
Stetigkeit, 12.2, 8
Stetigkeit, 15.3, 9
Stetigkeit, 22.1, 17
Stetigkeit, Diff’bar, 20.2, 15

Stokesscher Integralsatz in der Ebene, 21.4, 17

Stokesscher Integralsatz, 21.13, 17
streng monoton, 3.3, 4
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Substitution (mehrdimensional), 21.12, 17
Supremum (Infinium analog), 4.5, 5
Supremum, 4.6, 5

surjektiv, 3.2, 4

Surjektivitit und Injektivitit, 3.2, 4
Symbole, 1.1, 4

Symbole, 2.2, 4

symmetrisch, 19.9, 13

Symmetrische Differenz, 2.2, 4

System von DGL erster Ordnung, 17.19, 11

Tangentialebenen, 20.12; 16
Tangetialvektor, 20.3, 15
Taylorformel, 20.13, 16
Taylorpolynom von f(z) in zq, 15.6, 9
TdV, 17.2, 10

Trajektorie, 20.3, 15

Transformation (Quadrik), 19.29, 14
transponieren, 19.9, 13
Transpositionen, 19.12, 13
Trigonometrische Polynome, 18.2, 12
Trigonometrische Reihe, 18.2; 12

Umgebung, 6.2, 5
Umkehrfunktion, 15.4, 9
Umkehrfunktionen, 12.4, 8
Umparametrisierung, 20.4, 15
Uneigentliche Integrale, 16.8, 10
Ungleichungen, 7.5, 6

unitar, 8.3, 6

Unordung in C, 7.5, 6

Variablentransformation (mehrdimensinal), 21.12, 17

Vektorfeld, 21.1, 16
Vektoridentitédten, 8.7, 7
Vektorraum, 17.20, 11
Vektorraum, 8.1, 6
Vektorrechnung, 8.0, 6

Verallgemeinerte Kreise, 22.15, 18

Vertauschung der Integrationsreihenfolge, 21.2, 16
Vielfachheit, 19.22, 14

Vollstdndige Induktion, 5.0, 5
Vollstédndigkeitsaxiom in R, 4.6, 5

Wendepunkte, 15.7, 9

wesentliche Singularitit, 22.25, 19
Wronski-Determinante, 17.15, 11
Wurzel, 7.3, 6

Wurzel-/ Quotientenkriterium, 10.4, 7
Waurzelkritierium, 13.5, 8

Wurzeln, 22.14, 18

Zerlegungen, 16.3, 9
Zwischenwertsatz, 12.5, 8
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